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@ Z:kladni notace

© Rozvrhovéni na jednom zdroji
@ Minimalizace Cpax
@ Bratleyiv algoritmus pro 1
@ Minimalizace ) w;C;
@ Metoda vétvi a mezi s LP pro 1 |prec| > w;C;

Cmax

rj, dj

© Rozvrhovani na paralelnich identickych zdrojich
@ Minimalizace Cpax

@ Project Scheduling
@ Temporalni omezeni
@ Minimalizace Cpax
@ Formulace pomoci ILP pro PS1 |temp| Cpax
@ Formulace pomoci ILP pro PSm, 1 |temp| Cpax
°

Modelovani pomoci temporalnich omezeni
@ PS1 |[temp| Cmax - jeden zdroj
@ PSm, 1 |temp| Cpax - m dedikovanych zdroji
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Rozvrhovani - zakladni pojmy a predpoklady

@ mnozina n dloh 7 ={Ty, T,,..., T,}
@ m typl zdroji (procesord, strojd, lidi,...), kazdy s kapacitou Ry,
P:{P},...,Pfl,le,...,sz, ...... ,P;,...,Pgm}

@ rozvrhovani je pfifazovani Gloh na zdroje v Case
@ kazda z Gloh musi byt dokoncena

@ na rozdil od planovani jehoz cilem je rozhodnout, které Glohy budou

rozvrhovany a provadény
@ v okamziku spusténi rozvrhovaciho algoritmu je mnozina Gloh dana
(nékdy pouzivdme presnéjsi pojem off-line rozvrhovani)

@ na rozdil on on-line rozvrhovani - napfiklad rozvrhovac v jadre
opera¢niho systému, ktery podle uréité politiky (nap¥. podle priority
aloh) rozvrhuje nové vznikajici ulohy

@ vysledkem je rozvrh urcujici na jakém zdroji Gloha pobézi a kdy
pobézi - Casto reprezentujeme pomoci Ganttova diagramu
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Zakladni a pridavna omezeni

Zakladni omezeni:
@ kazda dloha je v danou chvili provadéna maximalné jednim zdrojem
(aloha je uvnitf sekvenéni)
@ kazdy zdroj je v danou chvili schopen provadét maximalné jednu
ulohu

Néktera pridavna omezeni:
@ Uloha T; musi byt vykonavana v casovém intervalu <r,-, d,->

@ pokud existuje relace naslednosti z alohy T; do tlohy T, neboli
T; < T;, potom vykonavani dlohy T; nesmi zacit pred dokoncenim
tlohy T;

@ v pripadé€ nepreemptivniho rozvrhovani nesmi byt zadna z Gloh
prerusena

@ v pripadé preemptivniho rozvrhovani musi byt pocet preruseni konecny
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Parametry dlohy

o release time r;

o start time s;

o completion time C; (doba dokonceni)

o due date d;, tloha T; by méla byt

dokoncena do této doby

o deadline E Gloha T; musi byt dokoncena

do této doby

@ waiting time w;

@ processing time p;

o flow time F; = G —r;
o lateness L; = C; — d;

@ tardiness
Dj = max{G; - d;,0}
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Standardni (Grahamova) notace « ||~y

Klasifikace rozvrhovacich problémi podle charakteristky
zdroju | uloh | kritéria

Napriklad: P2 |pmtn| Cpax je rozvrhovaci problém na dvou paralelnich
identickych zdrojich, je povolenad preempce uloh, kritériem je minimalizace
doby dokonceni posledni dlohy

« - zdroje
@ paralelni zdroje - Gloha mize byt vykonavana na libovolném zdroji
(existuje jeden typ zdroje s kapacitou R, neboli P = {P1,... PR}).
o dedikované zdroje - Gloha miize byt vykonavana na jediném zdroji
(m typu zdroji, kazdy s kapacitou 1, neboli P = {P1,Pa..., Pn}).
@ Project Scheduling - m typi zdroju, kazdy s kapacitou Ry, neboli
P:{P},...,Pfl,le,...,Pg?Z, ...... ,P;,...,Pgm}.
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Charakteristika zdroji ag, oz

ap = 1 jeden zdroj
P paralelni identické zdroje
Q paralelni uniformni zdroje, kde doba vypoctu je neprimo
Umérna rychlosti zdroje
R paralelni rozdilné zdroje, kde doba vypoctu je zadana

jako matice (zdroje x alohy)
dedikované zdroje - open-shop - llohy jsou nezavislé
dedikované zdroje - flow-shop - Glohy v jobech (skupina
aloh) jsou vykonavany ve stejném poradi, kazdy zdroj je
v ramci jobu vyuzivan pravé jednou
J dedikované zdroje - job-shop - poradi (loh v jobech je
libovolné, zdroj je v ramci jobu vyuZivan libovolné-krat
PS Project Scheduling - nejobecnéjsi (rizné typy a kapa-
city zdrojli, zobecnéné relace naslednosti mezi Glohami)
ap = 0 obecny poéet zdrojl
2 2 zdroje (resp. jiny specificky poclet zdroji)
m,R m typl zdroji s kapacitou R (u Project Scheduling)
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CharakteriStika aloh 517 527 537 547 557 567 577 58

B = pmtn povolena preempce aloh
0 bez preempce
B = prec libovolné relace naslednosti
in-tree,out-tree  orientované stromy
chain fetézec
tmpn temporalni rel. nasl. (u Project Scheduling)
0 bez relaci naslednosti
Bz = r release time
Ba = pj=k konstantni processing time
pL < pj < pu omezeny processing time
0 libovolny processing time
Bs = d;,d; deadline, due-date
Be = n<k omezeny pocet loh v Jobu
B7 = no-wait buffery s nulovou kapacitou
Bg = set-up Cas potrfebny na zménu konfigurace zdroje
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Kritérium optimality v

v = Cnax minimalizace délky rozvrhu Cpax = max{C;}
(makespan, t.j. doba dokonceni posledni dlohy)
> G minimalizace souctu dob dokonceni
> w;C; minimalizace vazeného souctu dob dokonceni
Lmax minimalizace max. zpozdéni L. = max{C; — d;}
0 rozhodovaci problém, zda existuje proveditelny rozvrh

Napfiklad: P || Cnax znamena:

libovolny pocet paralelnich identickych zdrojd, bez preempce, nezavislé
alohy (bez relaci naslednosti), viechny (lohy jsou k dispozici v ¢ase 0,
doby vypoctu uloh jsou rizné, kritériem je minimalizace doby dokondeni
posledni Glohy.
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Rozvrhovani na jednom zdroji

Minimalizace C,,.x

@ 1|prec| Cpax - snadny problém
@ pokud jsou Glohy vykonavany v libovolném poradi, jez vyhovi relacim

naslednosti, potom je Crnax = >_7_; pj

@ 1|| Cpax - snadny problém
@ 1|rj| Crax - snadny problém
@ (lohy jsou vykonany v pofadi neklesajicich r; (neboli T; s nejmensim r;
nejdfive)
o1 ‘EJ‘ Cmax - snadny problém
o Glohy jsou vykondny v pofadi neklesajicich d;
@ lze pouzit EDF - Earliest Deadline First - z pfipravenych Gloh vyber tu,
kterd ma nejmensi deadline
@ proveditelny rozvrh nemusi existovat
o1 ‘rj, dj‘ Cpmax - NP-obtizny problém

@ prevod ze 3-Partition problému
@ pro p; = 1 Ize nalézt polynomialni algoritmus
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Bratleylv algoritmus pro 1 ‘rj,a}‘ Crax

Algoritmus vétvi a mezi, neboli B&B (Branch&Bound) algoritmus.
Vétveni - pokud nepouzijeme meze, pak vétveni vycisli (enumerative
method) strom (i nepfipustnych) feseni. Kazdy vrchol ma oznaceni:
(poradi (loh v ¢asteéném rozvrhu)/doba dokonéeni posledni z Gloh.

level  count
0 1 , oot
@
1 n M+ & & (T +p, @ (T +p,
2 n(n-1)

2
(T, T, )/max(r, &, +p, )+p, (T, /T, )/max(r,r +p ) +p,

RO

all permutations
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Omezeni velikosti stromu - prorezavani

(i) odstranéni vrcholu prekracujiciho deadline (véetné jeho “bratrd”

@ jestliZze se v nasledujici Grovni
pod vrcholem v nachazi vrchol
prekracujici deadline, potom
jsou vSechny vrcholy pod
vrcholem v odstranény

@ kriticka aloha (zde Gloha T3)

bude muset byt dfive ¢i pozdéji diky tomuto vrcholu
vykondna Ize odstranit i jeho ,bratry”
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Omezeni velikosti stromu - dekompozice

(i) dekompozice problému diky uvolnéni zdroje (idle waiting) - pokud
pracovnik nec¢inné Cekd na material, potom jeho dosavadni prace byla
optimalni

@ pokud pro vrchol v v Grovni k plati, ze
C; posledni naplanované Glohy je mensi

nez r; vsech zbylych dloh, potom se T;
neni potreba vracet nad tento vrchol c<r,
(prohledavat v “bratrech” a “predcich”
vrcholu v)
@ postaci vytvorit z vrcholu v novy root a A ot
prohledat zbylych n — k drovni (t.j.
rozvrhnout n — k loh) jenom pod p—
timto vrcholem ’ mml/l\n_k
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Test optimality (konec prohledavani) v Bratleyové alg.

Definice BRTP (Block with Release Time Property)
BRTP je mnozina k Uloh, pro kterou plati:

@ prvni dloha Ty zadind ve svém release date
@ vsechny Glohy do konce rozvrhu jsou provadény bez “idle waiting”

@ rpy < rj pro vSechna i =2... k

Pozn: “do konce rozvrhu” implikuje, Ze BRTP je maximalné jeden

Véta - postacujici podminka optimality

Pokud v rozvrhu existuje BRTP, potom je optimdlni (kon¢i prohledavani).

@ toto je Casové optimalni, jelikoz posledni Glohu
k=1 T(x nebylo mozno vykonat dfive
T Cmax @ na poradi pfedchozich (loh nezilezi - viz (ii)

. 2 Tl W o Z4dnou z Gloh z BRTP nelze vykonat pred ry

t
@ po Cpax UZ nic neni
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BRTP je postacujici i nutnd podminka optimality

Véta - nutnd podminka optimality

Pokud je rozvrh pro 1 ‘rj, 2/',‘ Cinax optimalni, potom v ném existuje BRTP.

Dikaz sporem: ukdzeme, Ze kazdy rozvrh bez BRTP je neoptimalni.
Existuji dva pfipady, kdy je rozvrh bez BRTP:

©Q blok na konci rozvrhu nezacind v rjy neboli:

Tl T T T LD mete s 2
Wy g g G o sy < 1) < sp Vi = 2... k (povsimnéte si, Ze

pokud by existovalo i = 2. .. k takové, ze
ni] = Sjij potom by existoval BRTP od Tp;))
@ blok lze posunout vlevo pfi zachovani poradi

1 @ nikterd z tloh by mohla byt pied Ty, neboli
Y] Cmax £ existuje i = 2... k takové, Ze rj;; < sy
o rozvrh Ize vylepsit umisténim Ty pfed Ty
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Bratleyliv algoritmus - priklad

r=[4,1,1,0], p =[2.1,2,2], d =[8,5,6,4]

T, T, T )6

1
(2 Ta,T5,T1)/8 (T, T, T)/7
Test optimality - NO, r,>5 Test optimality - YES
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Rozvrhovani na jednom zdroji

Minimalizace ) w;C;

@ 1|/ > G - snadny problém
o pravidlo SPT (Shortes Processing Time first) - pfifadit tlohy v poradi
neklesajicih p;
1{|>° w; G - snadny problém
o pravidlo WSPT (Weighted SPT) - Glohy v pofadi neklesajicih %

1{rj| >= C; - NP-obtizny problém

(]

1|pmtn, rj| > G - Ize vyfesit modifikovanym SPT

(]

1|pmtn, rj| > w;C; - NP-obtizny problém

1 ‘EJ‘ >~ G - Ize vyresit modifikovanym SPT

(]

1 ‘Zl}‘ S~ w; G - NP-obtizny problém

o 1|prec| C; - NP-obtizny problém
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Metoda vétvi a mezi s LP pro 1 |prec| Y w;C;

NejdFive problém formulujeme pomoci ILP:

@ zavedeme rozhodovaci proménnou x;; € {0,1} tak, Ze x;j = 1 pravé
kdyz T; pfedchdzi T; nebo i = j
o relace naslednosti zformulujeme do parametru e € {0,1} tak, ze
ejj = 1 pravé kdyz v grafu relaci naslednosti G existuje orientovana
cestaz T;do Tj neboi=j
@ kritérium - vyjdeme z pozorovani, ze doba dokonceni ulohy T; se
sklada ze souctu p; a vypocetnich dob predchidci T;:
n
G = 2imaPi%j
wi- G = XiliPiXjw
n n n
J=30awi G o= D Y P X W
ze vsech proveditelnych rozvrhi x hledame ten, ktery ma minimalni
J(x), neboli min, J(x)
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ILP formulace pro 1 |prec| > w;C;

min ZF:I D1 it X W
subject to:

xjij=>ej I,j€l.n predchazi-liT; predT; v G,
pak ji predchazi i v rozvrhu
xij+xji=1 ij€l.ni#j budT; je pfedchiidcemT;,
nebo naopak
1< X+ Xk +xki <2 i,j,kel.n, neexistence cyklu v orient.
i#j#k grafu proménné x
Xii = 1 iel.n

parameters: pic1.n € Ry €ic1.nje1.n € {0,1}
variables: Xie1.njel.n € {0,1}
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Algoritmus vétvi a mezi s LP prorezavanim

V predchozi formulaci ILP relaxujeme na celoCiselnost proménné x

@ neboli zavedeme 0 < xj; <1 a Xjc1.njc1.n €R

@ tim sice neziskdme uziteCné feseni rozvrhu, ale vyuzijeme JLP.
hodnotu kritéria této LP formulace na podmnoZziné T jako dolni mez
“hodnoty zbyvajici prace”

Algoritmus vétvi a mezi bude vytvaret strom reSeni jako Bratley.

root

@ Necht J; je hodnota nejlepsiho doposud
znamého feseni
(Twe,
@ P¥i prochazeni stromu odstranime Castecné
feSeni s hodnotou J> nejen kdyz J, > Jq, ale
dokonce kdyz J> + JLP(zbylych tloh) > J.
- Vime totiz, Ze
I(zbylych dloh) , , LP , , . v
Z J(zbylych dloh) > J="(zbylych dloh) jelikoz
BT prostor feseni ILP je podprostorem feseni LP.

T)I=wc+wc

T i  wie, =Wt WG
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Rozvrhovani na paralelnich identickych zdrojich

Minimalizace Cpax
@ P2|| Cpax - NP-obtizny problém

@ na dvou paralelnich identickych zdrojich rozvrhujeme n nepreemptivnich Gloh
pfi minimalizaci dokonceni posledni z nich

o problém je NP-obtizny, jelikoZ 2 partition problem (viz pfednaska ILP) Ize
prevést na P2 || Cyax tak, Ze porovname nalezené optimalni Cpax s prahem

0.5 ZiElun pi.
@ P|pmtn| Cpax - snadny problém

o Ize vyFesit pomoci McNaughtonova algoritmu v O(n)
o P ’pmtn, rj,gj‘ Cimax - snadny problém

o lze formulovat jako Glohu maximalniho toku (viz pfednaska toky)
@ P|prec| Cpmax - NP-obtizny problém

@ LS - aproximaéni algoritmus s faktorem r;s = 2 — %, kde R je polet

paralelnich identickych zdroji
@ P|| Cax - NP-obtizny problém
1

@ LPT - aproximaéni algoritmus s faktorem ripr = % — 25

@ dynamické programovani - Rothkopfiv pseudopolyn03m|a|n| alg.
@ P |pmtn, prec| Cpax - NP-obtizny problém
s Groviiovy algoritmus [Muntz,Coffman] s faktorem ryc =2 — 2
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McNaughtontv algoritmus pro P [pmtn| Cp,.x

Vstup: Pocet paralelnich identickych zdroji R. Pocet preemptivnich
aloh n a vypodetni &asy Gloh [pl,pz,. - Pn]-

Vystup: n-prvkové vektory st, s?, z!, z% kde s1 (resp. s 2) je start time
prvni (resp. druhé) &asti quhy T; a z,:l (resp. z,2) je Cislo zdroje
na némz je umisténa prvni (resp. druhé) &ast Glohy T;.

st =s? =2z} =2z?:=0 pro viechny i € 1.

t—Ov—ll—l

Crthax = max {maXiZI...n {Pl} ) % Zg Pi};
while i < n do

if t+ p; < C:_ then

max
1

| s; ::t,z, =v;ti=t+pj;i=i+1;

else

| =tz =vipii=pi— (Chax — t)it =0 v:i=v+1
end

end

Casova slozitost algoritmu je O(n).
Z. Hanzalek (CVUT FEL)
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McNaughtnontv algoritmus pro P |pmtn| Cpnax

Ve V)'/razu C;:'lax = max {maxi=1...n {P:} ) % Zg Pi}

o slozka max;—1._,{pi} reprezentuje skutecnost, ze Gloha je uvnit¥
sekvenéni (i kdyz je rozdélena na rizné zdroje, tak nemize byt
provddéna paralelné, t.j. nardz na vice nez jednom zdroji).
PovSimnéme si, ze kazda Gloha mize byt rozdélena maximalné na 2

Casti.
o slozka %Zf pi reprezentuje situaci, kdy vSechny zdroje pracuji bez
prodlevy
Priklad 1: ol T [ 13
p=12,3,232,R=3 mri| 13 |7
spotitéme Cj,, =max{3,2} =4 ATh | o
Priklad 2: ., — B
p:[1078’471471]’R:3 F; 71 ‘ 1-,—1 -,—22
oy * 37 2 3 4
spocitdme Cr,,, = max {14,3 } =14 N 772

6 8 10 12 14=Chpay ©
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List Scheduling - Aproximacéni algoritmus pro P |prec| Cp.x

Vstup: Pocet paralelnich identickych zdroji R. Pocet nepreemptivnich
aloh n a vypocetni Casy [p1, p2, ..., Pn]. Or. graf relaci naslednosti.
Vystup: n-prvkové vektory s, z kde s; je start time T; a z; je Cislo zdroje.

t, ;=0 pro vSechny v € 1... R; // &as dostupnosti zdroje

si=2z:=0provsechny ie1l...n;

Ulohy uspotadej do listu L;

for count := 1 to n do // pro vSechny ulohy
k = argmin,—1 g{t,}; // vyber zdroj s nejniZsim t,
Z listu L vyjmi prvni tlohu T;, kterd je volng;
si = max{tx, Maxjcpreq(T))15j + Pj}}: 2i = ki // ptifad T; na Py
txk = si + pi; // aktualizuj Cas dostupnosti zdroje Py

end

Uloha T; je volna, pokud se v listu L nenachdzi zaddna Gloha ze které vede
orientovand cesta do T; (t.j. vSichni predchidci T; jiz byli vykonani).
Pred(T;) je mnozina indext Gloh, jez jsou pfedchudci T;. Slozitost O(n).
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List Scheduling - Aproximacéni algoritmus pro P |prec| Cp.x

List Scheduling (LS) je obecna heuristika pouZzivand v fadé aplikaci.
@ Mame dany list (uspofddanou n-tici) tloh a ve chvili, kdy se uvolni
néktery ze zdrojl, bere si prvni volnou tlohu z listu.
o Presnost LS zdleZi na kritériu a na zplsobu sefazeni listu.

Faktor LS algoritmu [Graham 1966]

Pro P |prec| Cmax (zéroveni i pro P || Cmax) a libovolny (nesetfidény) list L
je List Scheduling aproxima&nim algoritmem s faktorem r;s =2 — L

R
Priklad ilustrujici dosazeni hranice:
n:(R—l)R+1, A 13 FﬁTl Ts 7o T13
p= [,1’ 1’:" LRI, R T1 T4 T7T10 P2 76 |T10
< prazdné. P T2 Ts TgT11 RT3 |7 |11
R T3 Te ToT12 RT4Tg T12 //
Obrazky pro R =4 a N o 1 2 3 4 5 o 1 ¢

1 7
fLS:2—z:z
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Rozvrhovaci anomalie v List Scheduling algoritmu

LS algoritmus je zavisly nejenom na poradi aloh v listu L, ale navic
vykazuje anomalie (t.j. pfi “uvolnéni” vstupnich parametri se Cpax zvysi)
vlivem

@ zkraceni doby vykonavani Gloh p;

@ odstranéni nékterych relaci naslednosti T; < T;

© zvyseni poctu zdroju R

Pfiklad na anomalie LS algoritmu:
R=2,n=8,p=[3,4,2,4,4,2,13,2]

. Processort

o

Pro sefazeni L = [T1, Tp, T3, Ta, Ts, T, T7, Tg]
nalezne LS optimalni feSeni s Cj,_, = 17.

sssss 2

& 10 12 14 16 18 20
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Rozvrhovaci anomalie - zhorSeni Cp,. v List Scheduling alg.

Zaména Gloh T7 a Tg v listu Odebrani relace naslednosti T3 < T4.

L= [Tl) T27 T37 T4a T57 TG) TS) T7]

SniZeni p; vSech Gloh o jedna. Pridani zdroje (R = 3).
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LPT (Longest Processing Time first)

- Aproximacéni algoritmus pro P || Cpax

Faktor LS algoritmu Ize snizit strategii, kterd se oznaluje jako Longest
Processing Time first (LPT)

@ v inicializaci LS setfidime list L v poradi nerostoucich p;

Faktor LPT algoritmu [Graham 1966]

LPT Algoritmus pro P||Cpmax je aproximacnim algoritmem s faktorem
1

4
NPT =3 — 3R

Casovi slozitost LPT algoritmu je O(n - log(n)) diky tidéni.
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LPT (Longest Processing Time first)

- Aproximacéni algoritmus pro P || Cpax

P¥iklad ilustrujici horni hranici:

p=[2R-1,2R—-1,2R—-2,2R—-2,...,R+1,R+1,R,R,R]
n=2-R+1,< prazdné,

optimum: LPT:
Bl T; T3 Al T Ts | Ty
Obrazky pro R =3 BT, T, BT, T,
P Ts | Ts | T7 ! B T3 | T4 ¢
0 2 4 6 s 9= Chax o 2 4 o s 1011

—_ 4 1 _
rnepr=3—g3=

o|=

Faktor LPT algoritmu

Pro velky pocet Gloh Ize nalézt jesté lepsi hranici v zavislosti na k, poctu

tloh prifazenych zdroji, ktery posledni konéi: rppr =1+ % = ﬁ

Z. Hanzalek (CVUT FEL)

Rozvrhovani
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Dynamické programovani pro P || Cp,.x [Rothkopf]

Pseudopolynomidlni algoritmus - rozsah diskrétnich hodnot je omezen pod
uréitou mez a pro takto omezeny problém nalezneme polynomialni
algoritmus.

@ zavedeme binarni proménnou x;(t1, ta, ..., tg) kde
o i=1,2...n je index Glohy

v=1,2,...R je index zdroje

t, =0,1,2,...UB je ¢as zdroje

UB je horni odhad C;,ax

¢ ¢ ¢

o xi(t1,ta,...,tgr) = Liff Glohy Ty, Tp,..., T; mohou byt umistény na
zdrojich tak, Ze kazdy zdroj P, je obsazen na intervalu
0,t,);v=1,2,...R
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Dynamické programovani pro P || Cp,.x [Rothkopf]

Vstup: Pocet paralelnich identickych zdroji R. Pocet nepreemptivnich
aloh n a vypocetni &asy [p1, p2, ..., Pn]-

Vystup: n-prvkové vektory s, z kde s; je start time T; a z; je Cislo zdroje.

for (t1,t2,...,tr) € {1,2,... UBY R do xo(t1, ta, ..., tg) := 0;

x0(0,0,...,0) :=1;

for i :=1to ndo // pro v8echny tlohy
for (t1,t,...,tr) € {0,1,2,... UB}¥ do // v celém prostoru
Xi(t1, ta, ..., tr) = ORF_ x;_1(t1,to,..., t, — piy... tR);

// v novém prostoru x;() =1 pokud ve starém prostoru
// existoval xi_1() =1 ‘‘men8i’’ o p; v libovolném
sméru
end
end
C:r;ax = minx,-(tl,tz,...,tR)zl {maxv=1,2,...R {tv}};
Od &asu C;,,, pfifazuj pozpatku dlohy T,, Tp_1,..., T1;

Casova slozitost algoritmu je O(n- UBR). P¥iklad na tabuli.
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Urovﬁovy algoritmus pro P |pmtn, prec| C,.x

[Muntz, Coffman 1970]

Princip
@ (lohy vybirdme z listu sefazeného podle Grovni
@ aroven ulohy T; - soucet p; (véetné p;) po nejdelsi cesté z T; do
koncové Glohy (tloha bez nasledovnika)
@ v daném okamziku, kdyz vice uloh stejné rovné ma byt pfirazeno
méné zdrojim, ziska (loha z daného zdroje €ast kapacity (5
@ algoritmus se posune na okamzik 7, pokud jedna z Gloh skoni,
nebo pokud by Gloha s nizsi drovni byla vykonavéana vétsi kapacitou 3
nez Gloha s vyssi Grovni
Algoritmus je exaktni pro P2 |pmtn, prec| Cphax @ P |pmtn, forest| Cpax-
Alg. je aproximacni pro P |pmtn, prec| Cpax s faktorem ryc =2 — %.
Casova slozitost algoritmu je O(n?).

Vstup: Pocet paralelnich identickych zdroji R. Polet preemptivnich dloh
n a vypocetni asy [p1, p2, ..., pn]. Orient. graf relaci naslednosti.
Vystup: n-prvkové vektory s, z kde s; je start time T; a z; je Cislo zdroje.
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novy algoritmus pro P |pmtn, prec| Cpax

spocitej Groven vsech Uloh; t:=0; h:=R; // h je po&. voln. zdrojt
while existuje nedokoncend tloha do

vytvor Z; // podmnoZina 7 z volnjch Gloh v Case t
while h > 0 and |Z] > 0 do // volné zdroje a volné ulohy
vytvor S; // podmnoZina Z z dloh nejvy33i drovné
if |S| > h then // vice uloh na méné zdroji
‘ kazdé Gloze z S prifad st kapacity 3 := %; h:=0;
else
‘ kazdé Uloze z S pfifad jeden zdroj; 5 :=1; h:= h—|S|;
end
Z2:=2\S,
end
spocitej T; // okamZik, kdy jedna z Gloh skoni
sniz Groven Gloh o (7 —t) - f3; // vykonana &&st ulohy
t:=T7;h:=R;

end

augntonem p
Z. Hanzalek (CVUT FEL) 33 /58
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Project Scheduling

Temporalni omezeni

@ Mnozina nepreemtivnich Gloh 7 = {Ty, T, ..., T,} je reprezentovana
vrcholy orientovaného grafu G.

@ Kazdy uzel je ohodnocen dobou vykonavani Glohy p;.

@ Hrany reprezentuji temporalni omezeni.
Kazda hrana z uzlu T; do uzlu T; ma

3 4 ey .
pfifazenu vahu /j.
0 e e @ Jedno tempordlni omezeni je vyjadreno
jednou nerovnici s; 4 [;; < s;.
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Temporalni omezeni s; + [;; <

Temporalni omezeni (obcas se nazyva zobecnéna relace naslednosti
nebo pozitivni-negativni ¢asova prodleva)

- omezuje start time jedné Glohy v zavislosti na start time druhé Glohy.

a) /,'j:p,'

@ “normalni” relace naslednosti

@ vykonavani nasledujici Glohy
muze zacit po dokonceni
predchozi Glohy

b) /,'j > pi
@ vykonavani nasledujici Glohy
muze zalit az néjaky €as po
dokonceni predchozi Glohy
@ b.1) napriklad schnuti laku po

operaci lakovani, pfi dostate¢né

velkém prostoru pro suseni
Z. Hanzalek (CVUT FEL)

|

() —~®)
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U

paint _ dry pack

Rozvrhovani
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Temporalni omezeni s; + [;; < s; s kladnym /;;

b.2) pipe-lined ALU - dalsi priklad vyuzivajici l;j > p;

o predpokladejme, Ze processing °p§ °P§

time je totozny ve stage 1, 2 a 3 PP
, sogel| |[7 |7

o vysledek je k dispozici /1 tiki L
poté, co stage 1 nacetla stage 2 BB |
operandy stage 3 R

o stage 1 nacita nové operandy res] I
kazdych p; tik( fol:)or\‘/)v(i:ng ?‘

@ stage 2 a 3 nemodelujeme, delay!  delay? t
jelikoz mame dostatecné velké st inst2u3
mnozstvi téchto zdroji a jsou It
synchronizovany se stage 1 @,1—@
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Temporalni omezeni s; + [; < s; s klad

c) 0 < lj<pj

Dilci vysledky predchozi Glohy |ze pouZzit pro zahajeni nasledujici Glohy.
Napriklad cut-through mechanismus kde switch na vystupnim portu zahaji
preposilani zpravy pred tim, nez na vstupnim portu prijme celou zpravu.

@ predpokladdame casem fizeny
protokol (Protfinet 10 IRT) switch 1
- “x : 1
o zdroje jsou komunikacni linky l"““ ‘ '"essagea‘
o /,, reprezentuje dobu switch 2
. . . /
prichodu (jednoho bitu) skrz l""e p | =2 message].
switch :
o s ows e gy ;. switch 3 processing
@ ruzné casti téze zpravy jsou v in switch 2
danou chvili komunikovany l

/
ab
nékolika navazujicimi linkami .a .
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Temporalni omezeni s; + [; < s; s nulovym nebo zap. /;

T
d) l; =0 . lij=0 .
@ Uloha T; musi zadit drive nebo P
ve stejny okamzik jako dloha T; 7J'
T
e) /,'J' <0
@ Uloha T; musi zadit drive nebo [ T
maximalné o |/;j| pozd&ji ne Y :
dloha T; |
@ pozbyva vyznam “normalni” 71_

relace néslednosti (neboli zde T;
nemusi predchazet pred T;)

/U <0
@ predstavuje relativni deadline

T; viudi start-time T;
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Cykly a relativni casové okno

@ Neexistence kladného cyklu v or. grafu G
@ je nutnou podminkou pro rozvrhnutelnost instance
@ je nutnou a postacujici podminkou pro rozvrhnutelnost instance s
nekoneénou kapacitou zdroji (rozvrh je omezen pouze temporalnimi
omezenimi - snadna formulace pomoci LP)

o K pivodnimu or. grafu G Ize vytvorit Gplny or. graf G’ kde vaha [ je
délka nejdelsi orientované cesty z T; do T; v G (pokud neexistuje
orientovand hrana v G nebo v G’, potom je [;; = —o0). V dal$im
textu budeme uvaZovat [;; v aplném or. grafu G’ nejdelSich cest.

9 Sj > maXviei...n lij, neboli start time Glohy T; je zdola omezen nejdelsi

or. cestou z libovolného vrcholu

v sy . l12 T
Priklad - relativni ¢asové okno - m
Pokud existuje /;; > 0 a /; < 0, potom jsou ulohy T; a ’7 21

T; navzajem omezeny relativnim ¢asovym oknem. ﬂ

o délka (zdporného) cyklu prochazejiciho témito

vrcholy uréuje “volnost” relativniho ¢asového okna
@ napriklad Stukovani Cerstvé nahozené omitky
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Project Scheduling

Minimalizace C,,.x

@ PS1|temp| Cpnax - NP-obtizny problém
@ Vstup: Polet nepreemptivnich aloh n a vypocetni Casy [p1, p2, -, Pn]-
Temporélni omezeni dana orientovanym grafem G.
@ Vystup: n-prvkovy vektor s, kde s; je start time Glohy T;
o ukdzeme Casem-indexovanou ILP formulaci a ILP formulaci s relativnim
poradim
@ PSm,1|temp| Cpax - NP-obtizny problém
o Vstup: Polet nepreemptivnich tloh n a vypoletni &asy [p1, p2, -, Pn]-
Temporalni omezeni dand orientovanym grafem G.
Polet dedikovanych zdrojii m a pfifazeni Gloh na zdroje [a1, a2, ..., an],
kde a; je index zdroje, na kterém bude vykonavana tloha T;.
@ Vystup: n-prvkovy vektor s, kde s; je start time Glohy T;
@ ukadzeme ILP formulaci s relativnim poradim

Z. Hanzalek (CVUT FEL) Rozvrhovani
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Formulace pomoci ILP pro PS1 |temp| Cpax

Ulohu Ize formulovat dvéma zpulsoby:

@ Casem-indexovany model - ILP model je zalozen na proméné x;:, ktera
je rovna 1, pokud Gloha T; ma zacatek vykonavani s; = t. V ostatnich
pripadech je rovna nule. Doba vykonavani je kladné celé islo.

@ model s relativnim pofadim - ILP model je zaloZzen na proménné Xx;;,
kterd je rovna 1, pokud Gloha T; predchazi Glohu T;. V ostatnich
pripadech je rovna nule. Doba vykonavani je nezdporné reilné Cislo.

Oba modely obsahuji dva typy omezeni:

@ temporalni omezeni

@ omezeni zdroje - zabranuje prekryvu jednotlivych Gloh
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Casem-indexovany model pro PS1 [temp| Crax

min Cpax

UB Lt xi) + fif= ZUB i xjt) Vlj# —oo ai# j (temp. omez.)

Zi:l (Zk:max(o,t_p,-ﬂ)xik) <1 vt € {0,... UB — 1} (zdroje)
g:Bo_l xig =1 Vie{1,...n} (T; je rozvrzena)
?:BO_1 (t'Xit)+pi < Cmax Vi e {1,[7}

variables: x;; € {0,1}, Cpmax € {0, ... UB}

UB - horni odhad Cpax (napt. UB = >_7_; max {pj, max; je(1,....n} li})-
UB l(t Xlt)

Model obsahuje n- UB + 1 proménnych a |E| + UB + 2n omezeni.
Konstanta |E| oznacuje poclet temporalnich omezeni (hran v G).

Zacatek vykonavani ulohy T; Ize vyjadrit jako s; =
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Casem-indexovany model pro PS1 [temp| Crax

T={T1,T>, T3}, p=[1,2,1], UB=5

. . T, |\(@ | T | T | Tis | Ty
T1 je rozvrzen: T
2 ‘/1"20 ‘/EPI x?? ‘/L‘23 ‘/I/‘24
Ty | Ty | Ty | Ty | Tys | Ty
Resource constr. v Case 2:
0 1 2 3 4

T,
Te Loy | [Ty Loy Tyy | Ty,
T,
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Model s relativnim poradim pro PS1 |temp| C,ax

Omezeni zdroje: pj <si—sj+ UB-xj; < UB—p;
Omezeni vyuziva princip “big M" (zde UB - horni odhad Cp,ax).

Pokud x;; = 1, potom T; pfedchazi Pokud x;; = 0, potom T; nasleduje
alohu T; a omezeni zdroje ma tvar  Glohu T; a omezeni zdroje ma tvar
si+ pi < sj. sji+ pj < si.
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Model s relativnim poradim pro PS1 |temp| C,ax

Priklad polytopu, ktery je tvoren podminkou procesoru pro dvojici tloh T;
a Tjs pi =2 a pj = 3. Ulohy nejsou navzdjem omezeny relaci naslednosti
a horni odhad délky rozvrhu je UB = 8.

7
6 .
=il
5 J e
~ 4 . 08
. X
Sj3 Uuo
24 .
X.=0
1 v j/
0
0 1 2 4 5 6 7
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Model s relativnim poradim pro PS1 |temp| C,ax

min Cpax

si+ I < s Vij#—occai#j
(temporalni omezent)

pi <si—sj+UB-x; < UB—p; Vi,je{l,...,n}ai<j
(omezeni zdrojem)

si+ pi < Crmax ViE{l,...,n}

variables: x;; € {0,1}, Cmax € (0, UB), s; € (0, UB)

Model obsahuje n+ (n* — n) /24 1 proménnych a |E| + (n? — n) + n
omezeni. Konstanta |E| oznaduje polet temporalnich omezeni (hran v G).

Z. Hanzalek (CVUT FEL) Rozvrhovani 9. &ervna 2011 46 / 58



Srovnani modeld

Kazdy ze zminovanych modeld se hodi pro jiny typ Gloh se zobecnénymi
relacemi naslednosti.

Casem-indexovany model:
@ (+) Snadno jej lze rozsifi na paralelni identické procesory.
@ (+) ILP formulace nevyzaduje velké mnozstvi omezeni.

@ (-) Velikost ILP modelu roste s velikosti UB.

Model s relativnim poradim:
@ (+) Velikost ILP modelu neni zavisl4d na UB.

@ (-) Vyzaduje vétsi mnozstvi omezeni nez ¢asem-indexovany model.
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Test pripustnosti v heuristickém algoritmu

Pokud ¢asteény rozvrh (nalezeny napfiklad hladovym algoritmem
vkladajicim Glohy v topologickém poradi, tak jak je to nejdfiv mozné, nebo
¢asteCné feSeni uvnitf algoritmu vétvi a mezi) porusi nékteré Casové
omezeni jesté to neznamend, Ze prislusné poradi dloh je nepfipustné.

Pokud bychom znali optimalni pofadi tloh v rozvrhu (neboli proménné x;;
by byly konstanty), potom by nalezeni start time Gloh bylo snadné
(napfiklad LP formulaci zahrnujici pouze ¢asova omezen).
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Model s relativnim poradim pro PSm, 1 [temp| Cp.x

Soudasti vstupu je pocet zdroji m a pfifazeni Gloh na zdroje
[a1, a2, ..., an|, kde a; je index zdroje, na kterém bude vykonavéna dloha T;.

min Cpax

si+ 1l <s; Vij#—occai#j
(tempordlni omezeni)

pi<si—si+UB-x; <UB—p; Vije{l,....,n}ai<jaa=a
(omezeni na kazdém zdroji zvl4st)

si+ pi < Crmax ViE{l,...,n}

variables: x;; € {0,1}, Cmax € (0, UB), s; € (0, UB)

Model obsahuje méné nez n + (n2 — n) /2 + 1 proménnych (zalezi na
poctu dloh na kazdém ze zdroji).
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Modelovani pomoci temporalnich omezeni

Pomoci PS1|temp| Cmax lze modelovat:
o 11,4 Crax

@ rozvrhovani na dedikovanych zdrojich PSm, 1 [temp| Cpax

Pomoci PSm, 1 [temp| Cnax |ze modelovat:
@ rozvrhovani s multiprocesorovymi ulohami - jedna Gloha vyzaduje
vice nez jeden zdroj
@ rozvrhovani s €asem na vymeénu - dvé po sobé jdouci dlohy T;, T;
musi mit mezi sebou dostateény asovy odstup, ktery napriklad dovoli
vymeénit nastroj.
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Prevod 1 ’rj,aj‘ Cmax na PS1 [temp| Cpax

Dokazuje, ze PS1 [temp| Cpax je NP-obtizny.

Cm ax

Instance l‘rj,dj
r=/[r,r,...,rm

p=I[p1,p2,---,pnl
d=[dh,do, ..., dn]
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Prevod PSm, 1 [temp| Cp.x na PS1 [temp| Cppax

Transformace PSm, 1 |temp| Ciax na PS1|temp| Cpax je zaloZena na
prevodu rozvrhu jednoho zdroje do samostatného casového okna.
Neboli rozvrh na zdroji P; se ptevede do intervalu ((j — 1) - UB, - UB).

Transformace se skldda ze dvou kroku:

@ Jsou priddny pomocné alohy Tga T,11 s po = pnt1 = 0.

o Uloha Ty, provadéna na zdroji Py, je pfedchidcem vsech dloh T; € T,
tj. sp < s;.

o Uloha Th+1, provadénd na zdroji Py, je naslednikem vSech Gloh
Ti €T, tj. si+ pi < spt1-

o Puavodni temporalni omezeni jsou transformovéana na
[ . . ).
I = lj+ (aj — a;) - UB.
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Prevod PSm, 1 [temp| Cp.x na PS1 [temp| Cppax

Novy zalatek vykonavani kazdé alohy s/ na zdroji a; je:
si=si+(aj—1)- UB.

Tempordlni omezeni s; + [;; < s; jsou transformovana na:

s;—(ai—1)-UB+1; <s;—(a—1)-UB
s,f+/,-J-+(aj—a,-)-UB§st

Potom transformované temporélni omezeni ma tvar s/ + /,{j < sj’ kde:
I{j:I,-J-+(aj—a,-)~UB
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Prevod PSm, 1 [temp| Cp.x na PS1 [temp| Cppax

2 dedikované procesory 1 procesor

Minimalizace Casu dokonceni Glohy T,41 “tlaci vlevo” llohy T1, T> a T3
pres hrany vstupujici do Tpy1.
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Viceprocesorové Glohy

Transformace rozvrhovani viceprocesorovych (loh na PSm, 1 [temp| Cpax
@ zaloZime tolik virtudlnich Gloh, na kolika zdrojich ma bézet
viceprocesorova tloha
@ zajistime, aby tyto virtudlni Glohy zacinaly ve stejny Cas - to je
realizovano pomoci dvou opacné orientovanych hran s vahou
lij = lii =0, nasledkem toho s; < s;a5; <

P¥: Uloha T; vyZaduje ke svému vykonani zdroje [Py, P2, Ps].
0 0

wd

Z. Hanzalek (CVUT FEL) Rozvrhovani
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Cas na vyménu nastroje

(changover time, sequence dependent set-up time)

Cas na vyménu nastroje ojj je Cas, ktery je potfeba pockat mezi
provadénim Gloh T; a T, aby bylo mozné napfiklad vyménit nastroj nebo
zasobnik s barvou.

Jelikoz poradi Gloh neni dopfedu zndmo, tak nelze ani dopredu urdit, ktery

z téchto Casli se projevi a ktery nikoli.
0::

4

Transformace rozvrhovani s ¢asem na vyménu nastroje na
PSm, 1 [temp| Cpax

@ zaloZime virtualni zdroj a dvojici prodlouzenych virtualnich Gloh pro
kazdou usporadanou dvojici Gloh s timto ¢asem

@ zavedeme relace narizujici, aby Glohy zacinaly ve stejny Cas.
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Ke kazdé dvojici tloh, pro které plati, ze jejich ¢as na zménu nastroje je
0 > 0 nebo oj; > 0, se zavede virtudIni dvojice dloh T; a Tj.

’ I - / — . . f I 2 / e . s
@ Uloha T; ma p; = p; + ojj a Gloha T; ma p; = pj + oji.
@ Obé ulohy jsou provadény na spole¢ném virtudlnim zdroji Pj;.

o Uloha T! (resp. TJ’) je svazana s pudvodni tlohou T; vztahem:

si<s s <s; resp. sjgsj s; <'s;

resource

virtual resource B

v
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